
��� �� ���� � �������

�������� � � �������� �� �������� �� ������� �� ���������� �� �����

������ � � ������� �������� ��� Rn[X]

��� � �����������

�� • t �→ P (t)Q(t)e−t ��� �������� ��� [0, 1], ���� ���������� ��� [0, 1].
• t �→ P (t)Q(t)e−t ��� �������� ��� [1,+∞[.

P (t)Q(t)e−t = O
t→+∞

�

1

t2

�

��� ����������� ����������

�� t �→
1

t2
��� ���������� ��� [1,+∞[ �������� �� 2 > 1�� ����� ��� ������������ t �→ P (t)Q(t)e−t ��� ���������� ���

[1,+∞[.
t �→ P (t)Q(t)e−t ��� ���� ���������� ��� R+, ����� �� ������������ ����������� ���������� (P |Q) ��� �����������

�� • ������������� (.|.) ��� ���� ������ � ������� ���� R.
• ���� ���� (P,Q) ∈ Rn[X]2,

(P |Q) =

� +∞

0

P (t)Q(t)e−tdt =

� +∞

0

Q(t)P (t)e−tdt = (Q|P ),

���� (.|.) ��� �����������
• ���� ���� (P,Q,R) ∈ Rn[X]3, ���� ���� λ ∈ R,

(λP +Q|R) =

� +∞

0

(λP (t) +Q(t))R(t)e−tdt

= λ

� +∞

0

P (t)R(t)e−tdt+

� +∞

0

Q(t)R(t)e−tdt ���� ��������� �� ����������� ������������

= λ(P |R) + (Q|R),

���� (.|.) ��� �������� � �������
• (.|.) ��� �������� � ������ �� ����������� ���� �����������
• ���� ���� P ∈ Rn[X], ���� ���� t ∈ R+, P

2(t)e−t ≥ 0.
����� ��� ���������� �� ����������� ���� �������� �� �+∞ > 0��� �� � �

(P |P ) =

� +∞

0

P 2(t)e−tdt ≥ 0.

(.|.) ��� ���� ��������

• ����� ���� ���� P ∈ Rn[X], �� (P |P ) = 0, �����

� +∞

0

P 2(t)e−tdt = 0.

�� t �→ P 2(t)e−t ��� �������� �� �������� ��� R+, �0 < +∞� ��

� +∞

0

P 2(t)e−tdt ��������� ���� ���� ���� t ∈ R+,

P 2(t)e−t = 0, �� ���� P 2(t) = 0, ���� P (t) = 0.
�� �������� P � ���� ��� ������� �� ������� ����� ��� �������� �� R+�� ���� P = 0.
(.|.) ��� ���� ���� ������
• (.|.) ������ ���� ���� �� ������� �������� ��� Rn[X].

��� � ������ ���� ������� ��������

�� ������ u(t) = tk, u�(t) = ktk−1, v�(t) = e−t, v(t) = −e−t.

u �� v ���� �� ������ C1 ��� [0,+∞[.
u(t)v(t) = −tke−t →

t→+∞

0 ��� ����������� ����������

����� ��� ���� ����������

� +∞

0

u(t)v�(t)dt ��

� +∞

0

u�(t)v(t)dt ���� �������������

�� ���� ���� �������� ��� ������� �� �� � �

� +∞

0

tke−tdt = [−tke−t]+∞

0 +

� +∞

0

ktk−1e−tdt

= 0 + k

� +∞

0

tk−1e−tdt.

�

Corrigé proposé par M. Carrot



�� �������� ��� ���������� ���� ���� ���� k ∈ [[0, n]], (Xk|1) = k! �HRk�

�������������� � ���� k = 0, (X0|1) = (1|1) =

� +∞

0

e−tdt = 1 �������� ���� �� � ���� HR0.

�������� � ���� k ∈ [[0, n− 1]] �� ��������� HRk ��������
������ ������� �� �������� ����������� ����� k + 1 ∈ [[1, n]], �� �

(Xk+1|1) =

� +∞

0

tk+1e−tdt = (k + 1)

� +∞

0

tke−tdt = (k + 1)(Xk|1) =
HRk

(k + 1)k! = (k + 1)!.

�� � ���� HRk+1.

���������� � ����� ��� ����������� ���� ���� k ∈ [[0, n]], (Xk|1) = k!.

������ �� � ������������ ����� ���� �����������

���� � ���������� �� ������������� α

�� • ���� ���� P ∈ Rn[X], α(P ) = XP �� + (1−X)P � ��� �� ���������
�� ����� ����� deg(P �) ≤ deg(P )− 1 ≤ n− 1 �� deg(P ��) ≤ n− 2, �� �

deg(α(P )) ≤ max(deg(XP ��), deg((1−X)P �)) ≤ max(1 + n− 2, 1 + n− 1) ≤ n,

���� α(P ) ∈ Rn[X]. �� � ���� α : Rn[X] → Rn[X].
• �� ����� ���� ���� (P,Q) ∈ Rn[X]2, ���� ���� λ ∈ R,

α(λP +Q) = X(λP +Q)�� + (1−X)(λP +Q)�

= X(λP �� +Q��) + (1−X)(λP � +Q�) ���� ��������� �� �� �����������

= λXP �� +XQ�� + λ(1−X)P � + (1−X)Q� = λ(XP �� + (1−X)P �) + (XQ�� + (1−X)Q�)

= λα(P ) + α(Q),

���� α ��� ��� ����������� ���������
• α ��� ���� ���� �� ������������� �� Rn[X].

�� �� � α(1) = X(1)�� + (1−X)(1)� = 0, α(X) = X(X)�� + (1−X)(X)� = 1−X ��� ���� ���� k ∈ [[2, n]],

α(Xk) = X(Xk)�� + (1−X)(Xk)� = Xk(k − 1)Xk−2 + (1−X)kXk−1 = −kXk + k2Xk−1.

�� � �� �������� ��� ����� ������� ��� ������ ������� ���� k = 1, ���� �� ��

∀k ∈ [[1, n]], α(Xk) = −kXk + k2Xk−1 �� α(1) = 0.

�� � ����

Mat(1,X,...,Xn)(α) = Mat(1,...,Xn)(α(1), . . . ,α(X
n)) =



















0 1 0 · · · 0

0 −1 22
� � �

���
���

� � �
� � �

� � � 0
���

� � � −(n− 1) n2

0 · · · · · · 0 −n



















.

�� ����� Mat(1,X,...,Xn)(α) ��� ������������ ����������� ��� ������� �� ��� ��� �� ���������� �� � ����

Sp(α) = Sp
�

Mat(1,X,...,Xn)(α)
�

= {−k|k ∈ [[0, n]]}.

����������� ������� �� ������������� α

�� ��� �� ������ k ∈ [[0, n]].

�� ����� α ��� �� ������������� �� Rn[X] ����� n+ 1 ������� �������� ������ ��� ������� ������� ���� ��������
−k ��� ���� ������ ������ ������ �� α, ���� dimE−k(α) = dim(ker(α+ k��Rn[X])) = 1.

�� • ���� (Qk) ��� ���� �� ker(α+ k��Rn[X]) ���� Qk �= 0.
������ a �� ��������� �������� �� Qk ���� ��� ��� Qk �= 0��

����� Pk =
1

a
Qk ��� �� �������� ����� �� ��������� �������� ���� � ��

�� ����� Pk =
1

a
Qk ∈ Vect(Qk) = ker(α+ k��Rn[X]), ����

(α+ k��Rn[X])(Pk) = 0 ⇔ α(Pk) + kPk = 0 ⇔ α(Pk) = −kPk.

�� ������ ���� ���� �� �������� Pk ∈ Rn[X], �� ��������� �������� ���� � �� �������� α(Pk) = −kPk.

• ��������� ����� ������ �� ����� �������� Rk ∈ Rn[X], �� ��������� �������� ���� � �� �������� α(Pk) = −kPk.

�



����� Rk ∈ ker(α+ k��Rn[X]) = Vect(Qk) = Vect

�

1

a
Qk

�

= Vect(Pk), ���� �� ������ λ ∈ R ��� ��� Rk = λPk.

�� ����� ��� ���� ��������� Pk �� Rk ��� �� ���� ��������� �������� ���� ���� λ = 1, ��� ��� ������ Rk = Pk. �� �
���� ���� ����������
• �� ������ ���� ���� �� ������ �������� Pk ∈ Rn[X], �� ��������� �������� ���� � �� �������� α(Pk) = −kPk.

��� ���� d �� ����� �� Pk� ���� d ∈ [[0, n]] ��� Pk ��� ��� ��� �� Pk ∈ Rn[X].

�� ������ ���� (a0, . . . , ad) ∈ R
d+1 ���� ��� Pk =

d
�

i=0

aiX
i ��� ad = 1��

����� �� � �

α(Pk) =
d

�

i=0

aiα(X
i) ���� ��������� �� α�

= 0 +

d
�

i=1

ai
�

−iXi + i2Xi−1
�

�������� �� �������� ��

=

d
�

i=1

−iaiX
i +

d
�

i=0

aii
2Xi−1.

����� �� � ��� �������� α(Pk) = −kPk ���� Pk ∈ ker(α + k��Rn[X])�� �� �������� �� ���������� ��� ����������
��������� �

−dad = −kad ⇔
ad=1

−d = −k ⇔ d = k,

���� Pk ��� �� ����� k.

��� • �� � α(1) = 0 = −0(1) �� �� ��������� �������� �� � ��� �� ����� ��� ������� �� P0, �� � P0 = 1.
• �� � α(X) = −X + 1, ���� α(X − 1) = α(X)− α(1) = −X + 1+ 0 = −(X − 1), �� �� ��������� �������� �� X − 1
��� �� ����� ��� ������� �� P1, �� � P1 = X − 1.
• �� ��������� �������� �� X2 − 4X + 2 ��� � ��

α(X2 − 4X + 2) = α(X2)− 4α(X) + 2α(1) = −2X2 + 4X − 4(−X + 1) + 0 = −2X2 + 8X − 4 = −2(X2 − 4X + 2),

����� ��� ������� �� P2, �� � P2 = X2 − 4X + 2.

���� � ������������� �� �� ������� (P0, . . . , Pn)

���� (P,Q) ∈ Rn[X]2.

��� • ��� ��������� �� ����������� ������������

(α(P )|Q) =

� +∞

0

(tP ��(t) + (1− t)P �(t))Q(t)e−tdt =

� +∞

0

(tP ��(t) + P �(t))Q(t)e−t −

� +∞

0

tP �(t)Q(t)e−tdt,

�� ������ ��� ���������� ���������� ������� �� �������� ��
• ������ u�(t) = tP ��(t) + P �(t), u(t) = tP �(t), v(t) = Q(t)e−t, v�(t) = Q�(t)e−t −Q(t)e−t.

u �� v ���� �� ������ C1 ��� R+.

u(t)v(t) = tP �(t)Q(t)e−t →
t→+∞

0 ��� ����������� ����������

����� ������ ��� ���������� ���������� ��������� ������� �� �������� ���
�� ���� ���� �������� ��� ������� �� �� � �
� +∞

0

(tP ��(t) + P �(t))Q(t)e−tdt =
�

tP �(t)Q(t)e−t
�+∞

0
−

� +∞

0

tP �(t)(Q�(t)e−t −Q(t)e−t)dt

= 0− 0−

� +∞

0

tP �(t)Q�(t)e−tdt+

� +∞

0

tP �(t)Q(t)e−tdt ���� ��������� �� �������������

����

(α(P )|Q) =

� +∞

0

(tP ��(t) + P �(t))Q(t)e−t −

� +∞

0

tP �(t)Q(t)e−tdt

= −

� +∞

0

tP �(t)Q�(t)e−tdt.

��� ��� �������� ��� ����� �� P �� Q, �� � �����

(α(Q)|P ) = −

� +∞

0

tQ�(t)P �(t)e−tdt = −

� +∞

0

tP �(t)Q�(t)e−tdt,

����� ��� �������� �� ������� ���������

(α(P )|Q) = −

� +∞

0

tP �(t)Q�(t)e−tdt = (α(Q)|P ) = (P |α(Q)).

�



��� • ���� ���� (i, j) ∈ [[0, n]]2,

(α(Pi)|Pj) = (−iPi|Pj) = −i(Pi|Pj)

�� (α(Pi)|Pj) = (Pi|α(Pj)) = (Pi|− jPj) = −j(Pi|Pj),

����� ������� �� �������� ��� −i(Pi|Pj) = −j(Pi|Pj), ���� (i− j)(Pi|Pj) = 0, ����� �� i �= j, �� � (Pi|Pj) = 0.
�� ������� (P0, . . . , Pn) ��� ���� ������������
• �� ����� ���� ��� �������� �� �������� ��� ���� ���� �� ��������� �������� �� ��� ��������� ���� ��� ���� �����
������� ��� ������
����� ���� ��� ����� �� �������� �� n+1 ��������� �� Rn[X], ������ ��������� �� ��������� n+1, ����� ��� ���� ��
Rn[X].
• �� ������� (P0, . . . , Pn) ��� ���� ���� ��� ���� ����������� �� Rn[X].

������ ��� � ������� �� ���������� �� �����

��� ���������� ���� ���� ���� ���� k ∈ [[0, n]],

� +∞

0

tke−tdt = (1|Xk) = k! ������� �� �������� ��

⇒ �� �� n������ (λ1, . . . ,λn) ������ (∗), ����� ���� ���� k ∈ [[0, n]], �� ������ P (X) = Xk ∈ Rn[X], �� ���� �����

� +∞

0

tke−tdt =

n
�

i=1

λix
k
i , �� k! =

n
�

i=1

λix
k
i .

�� n������ (λ1, . . . ,λn) ∈ R
n ������ ���� ���� �











1 1 · · · 1
x1 x2 · · · xn

���
���

���

xn−1
1 xn−1

2 · · · xn−1
n





















λ1

λ2

���
λn











=











0!
1!
���

(n− 1)!











.

⇐ ��������������� �� n������ (λ1, . . . ,λn) ∈ R
n ������











1 1 · · · 1
x1 x2 · · · xn

���
���

���

xn−1
1 xn−1

2 · · · xn−1
n





















λ1

λ2

���
λn











=











0!
1!
���

(n− 1)!











,

����� ���� ���� k ∈ [[0, n]], �� ����� k �� �� ������� �����

n
�

i=1

λix
k
i = k! =

� +∞

0

tke−tdt.

����� ���� ���� �������� P =

n
�

k=0

akX
k,

n
�

i=1

λiP (xi) =
n
�

i=1

n
�

k=0

λiakx
k
i =

n
�

k=0

ak

n
�

i=1

λix
k
i

=
n
�

k=0

ak

� +∞

0

tke−tdt =

� +∞

0

n
�

k=0

akt
ke−tdt ���� ��������� �� ������������

=

� +∞

0

P (t)e−tdt.

�� � ���� ���� (∗).

��� �� �������











1 1 · · · 1
x1 x2 · · · xn

���
���

���

xn−1
1 xn−1

2 · · · xn−1
n











��� ��� ������� �� ��� ��� ������ ���� ���������� ��� ��� xi ���� ���� � ����

����������

�� �������











1 1 · · · 1
x1 x2 · · · xn

���
���

���

xn−1
1 xn−1

2 · · · xn−1
n





















λ1

λ2

���
λn











=











0!
1!
���

(n− 1)!











��� ���� �� ������� ���� �� ����� �� ������ n������

��������� ���� ��������� �� (λ1, . . . ,λn) �������� (∗).

��� • ���� P = P 2
n . ����� deg(P ) = 2 deg(Pn) = 2n, ���� P ∈ R2n[X].

• �� ����� t �→ P (t)e−t = P 2
n(t)e

−t ��� ��������� �������� �� ��� ����� ��� R∗

+ ���� Pn, ��� ���� ��� ��� ��� ������� ��

�



��������� ����� ��� ������� ���������� �� ����������� ��0 < +∞���

� +∞

0

P (t)e−tdt > 0.

• ����� ����� xi ��� ������ �� Pn ���� ���� i ∈ [[1, n]], xi ��� ����� ������ �� P = P 2
n , ����

n
�

i=1

λiP (xi) =

n
�

i=1

0 = 0,

���� �� � ����
� +∞

0

P (t)e−tdt �= 0 =

n
�

i=1

λiP (xi).

�������� � � ����� ����� �������� �������������

������ � � �������� ������������ �� ���������� ��������

�� f ��� ������������ �� ����� ������� ��� ]− r, r[, ���� f ��� �� ������ C∞ ��� ]− r, r[ ��� ���� ���� x ∈]− r, r[,

f �(x) =
+∞
�

n=1

nanx
n−1 �� f ��(x) =

+∞
�

n=2

n(n− 1)anx
n−2,

���� f � �� f �� ���� ������������� �� ����� ������� ��� ]− r, r[.
�� ����� ������� �� ������ ��� ������ �������� ���������� f, f � �� f �� ��� �� ���� ����� �� ����������� � r.

�� ������ ���� ���� x ∈]− r, r[,

x2(1− x)f ��(x)− x(1 + x)f �(x) + f(x) = x2(1− x)

+∞
�

n=2

n(n− 1)anx
n−2 − x(1 + x)

+∞
�

n=1

nanx
n−1 +

+∞
�

n=0

anx
n

=

+∞
�

n=2

n(n− 1)anx
n −

+∞
�

n=2

n(n− 1)anx
n+1 −

+∞
�

n=1

nanx
n −

+∞
�

n=1

nanx
n+1 +

+∞
�

n=0

anx
n

=

+∞
�

n=2

n(n− 1)anx
n −

+∞
�

n=3

(n− 1)(n− 2)an−1x
n −

+∞
�

n=1

nanx
n −

+∞
�

n=2

(n− 1)an−1x
n +

+∞
�

n=0

anx
n ����������� ���������

=
+∞
�

n=2

n(n− 1)anx
n −

�

+∞
�

n=2

(n− 1)(n− 2)an−1x
n − 0

�

−

�

a1x+
+∞
�

n=2

nanx
n

�

−

+∞
�

n=2

(n− 1)an−1x
n +

�

a0 + a1x+
+∞
�

n=0

anx
n

�

= a0 + a1x− a1x+

+∞
�

n=2

��

n(n− 1)an − (n− 1)(n− 2)an−1 − nan − (n− 1)an−1 + an
�

xn
�

= a0 +

+∞
�

n=2

(n− 1)2(an − an−1)x
n.

�� ������� ���� ���� n ≥ 2, bn = (n− 1)2, �� � ���� ����� ���� ���� x ∈]− r, r[,

x2(1− x)f ��(x)− x(1 + x)f �(x) + f(x) = a0 +

+∞
�

n=2

bn(an − an−1)x
n.

�� f ��� �������� �� (E) ��� ]− r, r[ �� �� ��������� �� ���� ���� x ∈]− r, r[,

x2(1− x)f ��(x)− x(1 + x)f �(x) + f(x) = 0 ⇔ a0 +

+∞
�

n=2

(n− 1)2(an − an−1)x
n = 0.

����� � ��� ��� ������ ������������� �� ����� �������� �� ����� �� ����������� +∞, �� �� ��� ������� �� ����������
���� �� ����� ������� ��� ]− r, r[,

�

∀x ∈]− r, r[, a0 +

+∞
�

n=2

(n− 1)2(an − an−1)x
n = 0

�

⇔

�

a0 = 0

∀n ≥ 2, (n− 1)2(an − an−1) = 0
⇔

�

a0 = 0

∀n ≥ 2, an = an−1

.

���� f ��� �������� �� (H) ��� ]− r, r[ �� �� ��������� �� a0 = 0 �� an+1 = an ���� ���� n ∈ N
∗.

�


